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Mangder och induktion

1. Gor dvningarna 2.3 och 2.5 i KP.

2. Formulera den bevisprincip for binéra trid (6vning 2.5 i KP) som mot-
svarar matematisk induktion f6r naturliga tal.

3. Bevisa foljande pastaenden genom att anvinda matematisk induktion:

(a) Vn21eN. 143+5+...+(2n—1) =n%
by Vn>21€eN.24+4+6+...+2n=n2%+n;
(c)Vn=21eN.14+5+9+...4+(4n—3) =n(2n—1).

Relationer

1. Rita tre cirklar som skir varandra s& mycket som mdjligt. Cirklarna inne-
haller de reflexiva, transitiva och symmetriska relationerna. Ge exempel
pa relationer som ligger i vart och ett av de 7 omradena! Ge ocksa exempel
pa en relation som ligger utanfor alla cirklar, dvs en relation som varken
ar reflexiv, transitiv eller symmetrisk.

Funktioner

1. Varfor ar en partiell funktion en slags relation? Ge exempel pa en bindr
relation som inte dr en partiell funktion.

2. Rita tre cirklar som skir varandra si mycket som mojligt. Cirklarna in-
nehéller de partiella funktioner fran N till N som &r injektiva, surjektiva
respektive totala. Ge exempel pa funktioner som ligger i vart och ett av de
7 snitten! Ge ocksd exempel pa en funktion som ligger utanfor alla cirklar,
dvs en funktion som varken dr injektiv, surjektiv eller total.

3. Gor 6vningarna 2.7-2.10 i KP.

4. Vad ar Dom (g7

*Tack till Peter Dybjer och Bengt Nordstrom. Modifierad av Nils Anders Danielsson.



4 Upprikneliga Mangder
(KP anvander synonymen uppraikningsbara).

1. Borja med att gora 6vningarna 3.1-3.4 i KP.

2. Las beviset for sats 3.4 i KP. Skriv sedan ett Haskellprogram
diagonalize :: (Nat -> Nat -> Nat) -> Nat -> Nat

som tar en uppréikning (dvs en total surjektiv funktion) f av totala funk-
tioner pa Nat (Haskells implementering av naturliga tal) och returnerar
en total funktion som inte finns med i upprékningen! Programmet kan ses
som ett “bevis” for att méngden av totala funktioner pa de naturliga talen
inte dr uppraknelig.

3. Har ar ett “bevis” av att de naturliga talen inte dr upprikneliga. Var ar
felet? Betrakta varje naturligt tal i dess bindra representation, dvs som
en lista av bitar. Lat f1, fa,..., fk,... vara en upprikning av de naturliga
talen. Skapa ett element d genom att lata dess i-te bit vara negationen
till f;-s i-te bit (om en sddan finns, annars later vi den vara 1). Men d
kan inte vara med i upprdkningen eftersom den skiljer sig fran alla tal i
upprikningen i dtminstone en bit.

4. Tett diagonaliseringsargument konstruerar man en funktion som skiljer sig
pa en diagonal fran andra funktioner. Varfér tar man diagonalen? Varfor
inte ga rakt ner? Eller rakt at hoger? Eller tva (i stéllet for ett) steg ner
och ett till hoger?

5. Kan man rikna upp alla totala funktioner fran A till {1}? Motivera!
6. Kan man rikna upp alla partiella funktioner frén N till {1}? Motivera!

7. Som alla vet, ar ju List(N) en uppriknelig mingd. Vad &r felet i foljande
“bevis” av motsatsen?

Antag att List(N) dr uppriknelig. DA finns en upprikning, en total sur-
jektiv funktion f € N — List(N). Vi kan nu skapa en lista £ som inte
finns med i upprakningen pa foljande satt: Vi ser till att £ skiljer sej fran
listan f(0) genom att lata f-s forsta element vara f(0)-s forsta element
plus ett. Om f(0) inte har nagot forsta element later vi £-s forsta element
vara 0. Vi fortsdtter pa samma sitt genom att lata ¢-s element nummer
i vara strikt storre dn f(4)-s element nummer ¢ om elementet existerar.
Annars later vi £-s element nummer 4 vara 0.

Vi ser nu att listan £ inte kan finnas med i upprékningen. Om den funnes
skulle £ = f(j) for nagot j. Men £ ar konstruerad s& att £-s j-te element
skiljer sig fran f(j)-s j-te element. Vi har fatt en motsigelse och alltsa
méste antagandet att List(N) ar uppréknelig vara felaktigt.

8. Ar mingden av listor med element ur en uppriknelig mingd alltid upp-
riknelig? Motiveral!

9. Visa att mingden av heltal dr uppriknelig!



10.
11.

Visa att de (positiva) rationella talen &r upprakneligal

Visa att méngden av decimaltal (flyttal i decimal representation) &r upp-
riknelig!

Andliga Automater (AA)

. Konstruera en &ndlig automat som accepterar spraket {0(10)"|n € N'} .

. Konstruera éndliga automater for f6ljande sprak over alfabetet ¥ = {a, b}:

(a) Mangden av strdngar med hogst tva a.
(b) Méngden av stringar som innehéller precis tvé a.
(¢) Méngden av strangar vars lingd &r hogst 3.

(d) Méngden av strangar dér tvé tecken som kommer efter varandra alltid
ar olika, dvs det far inte finnas négra delstréangar pa formen aa eller
bb.

. KP &vning 6.5.

. T allménhet kan man implementera en given AA genom att definiera de

dndliga typerna Sigma och State, starttillstandet
start :: State
overgangsfunktionen
delta :: (Sigma,State) -> Maybe State
samt den karakteristiska funktionen for mingden av sluttillstand
final :: State -> Bool

Overgangsfunktionen #r ju en partiell funktion, och man kan ofta imple-
mentera en partiell funktion £ fran a till b som en total funktion £’ fran
a till Maybe b, genom att lata

£’ a = Nothing
f’ a = Just b

om f a dr odefinierad respektive b. Det dr darfér som delta har typen
ovan.

Implementera dndliga automater i Haskell. Interpretatorn (eller simula-
torn) blir en algoritm for stringmatchning:

accept :: ((Sigma,State) -> Maybe State) ->
(State -> Bool) -> State -> [Sigma] -> Bool

s& att
accept delta final start string = True

omm automaten med Overgangsfunktion delta, sluttillstindstest final
och starttillstand start accepterar stringen string.

Representera nagra av de AA du anvint ovan och testkor.



Andliga Tillstandsmaskiner (ATM)

. ITmplementera en ATM i Haskell. Betrakta t.ex. den som beskrivs med en
graf 6verst pa sid 193 i KP. Forst behover vi representera alfabetet ¥ som
en dndlig datatyp. Har ar ¥ = {0,1} s& vi definierar

data Sigma =0 | 1

(Skall vi kora det hér i Haskell s& far vi férstas byta namn pa 0 och 1.)
Sedan definierar vi tillstdndsmangden State som en annan dndlig datatyp.
Hér &r State = {S} s& vi definierar datatypen

data State = S
Implementera sedan Gvergangsfunktionen § som en funktion
delta :: (Sigma,State) -> (Sigma,State)

. Implementera pa motsvarande sitt den ATM som adderar biniira tal enligt
grafen 6verst pa sid 194! (Det finns ett tryckfel i bilden! Var? Se errata-
bladet for KP som kan fas fran kurshemsidan.)

. T allméinhet kan man alltss implementera en given ATM genom att defi-
niera de dndliga typerna Sigma och State, starttillstandet

start :: State
samt overgangsfunktionen
delta :: (Sigma,State) -> Maybe (Sigma,State)

Ofta ar det naturligt att skilja p& indataalfabetet SigmalIn och utdataal-
fabetet SigmaOut (jfr diskussionen efter Definition 6.1 sid 192 i KP). I s&
fall far 6vergangsfunktionen i stillet typen

delta :: (Sigmaln,State) -> Maybe (SigmaOut,State)
Programmera en interpretator (eller “simulator”) fér ATM

evalFsm :: ((Sigmaln,State) -> Maybe (SigmaOut,State)) ->
State -> [SigmaIn] -> [SigmaOut]

s att
evalFsm delta start in = out

om out dr den utdatastring som en ATM med starttillstand start och
overgangsfunktion delta ger som resultat nir den exekveras med indata-
strangen in. Notera att evalFsm kan skrivas som en polymorf funktion:

evalFsm :: ((a,c) -> Maybe (b,c)) -> ¢ -> [a] -> [b]
Implementera den girna och kor négra testexempel.

. Gor KP 6vning 6.1 och 6.2. Implementera ocksa dessa i Haskell och testa
med hjalp av din simulator.



6.
7.

Primitiv/Strukturell Rekursion och (Primitivt)
Rekursiva Funktioner

. Gor 6vning 2.11-2.16 i KP som handlar om att programmera med primitiv

rekursion.

. Spraket PRF av primitivt rekursiva funktioner (avsnitt 2.9.4 i KP!) kan

betraktas som en delmidngd av Haskell pa foljande sdtt. Varje PRF-
uttryck ar ett Haskellprogram som &r en n-stillig funktion pa de naturliga
talen for n € N, dvs ett Haskellprogram av nigon av typerna

Nat

Nat -> Nat

Nat -> Nat -> Nat

Nat -> Nat -> Nat -> Nat

Varje sétt att bilda PRF-uttryck svarar mot en viss Haskellfunktion. Vi
kallar denna Haskellfunktion en PRF-kombinator. T.ex. har vi

zero :: Nat

succ :: Nat -> Nat
zero = Zero

succ n = Succ n

Problemet &r att vi behover odndligt manga PRF-kombinatorer for att
kunna bygga upp alla PRF-uttryck! T.ex. si behover vi odndligt ménga
projektionsfunktioner

proj_i“n :: Nat -> Nat -> ... -> Nat -> Nat

proj_im x1 x2 ... xi ... xn = xi
en for varje n > 1 och 1 < i < n! Forklara pd motsvarande satt vilka

PRF-kombinatorer man behover for att koda komposition och primitiv
rekursion! (Du kan ersétta Nat med Int nir du programmerar i Haskell.)

. Definiera additionsfunktionen i Haskell med hjilp av PR F-kombinatorerna,

fran 6vning 7.2 (se sid 23-24 i KP).

. (svart) Gor 6vning 2.18-2.19 i KP som handlar om programmering i PR.F.

. GOr 6vning 2.24b och 2.26 i KP som handlar om att programmera med

strukturell rekursion &ver listor.
Definera en funktion som konkatenerar (slér samman) tva listor.

Gor 6vning 2.27 i KP.

INotera att zero &r en konstant funktion av ett argument i KP, inte som hir en funktion
av noll argument.



8 \-kalkyl

11.

12.

13.

. Gor KP 5.1-5.3.

. Vilka &r de fria och bundna variablerna i féljande matematiska uttryck:

n
> (i+m)?
i=0
Formalisera detta uttryck med hjilp av A-notation. Du far férutsitta att
du har definierat en konstant sum (som implementerar >°) och att du
redan har definierat add som ovan!

. Vilka &r de fria och bundna variablerna i uttrycket {z € y|z? < 2}?

. Ge en induktiv definition av abstrakta syntaxen for uttrycken i A-kalkyl.

Blir detta en uppréknelig méngd?

. Man kan anvianda A-notation for att formalisera predikatlogik genom att

infora konstanter for de logiska operationerna and, or, mnot, etc. och
aven kvantorerna

all :: (Nat -> Bool) -> Bool
exists :: (Nat -> Bool) -> Bool

Vilka ar de fria och bundna variablerna i uttrycket Vx.Jy.x < y + 27
Formalisera detta uttryck med A-notation och all och exists! Du beh6ver
da ocksa en konstant 1t for att representera <.

. Gor KP 5.5 och 5.8-5.9. Losningskompendiet talar ocksd om #-reduktion

i 6vningar 5.8 och 5.9.
Ar det sant att foljande tva uttryck dr a-ekvivalenta for alla e?

Az.e = \y.e[z = y]

. Lat w = Az.z x och 1 = Ayz.y z. Hur kommer w1 att reduceras?
. Vad &r normalformen for uttrycket (A\zy.y z) y ?

10.

Definiera en forenklad substitutionsoperation for A-kalkyl. Virdet av funk-
tionen closedsubst(e, z, e') skall vara resultatet av att substituera uttrycket
e' for all fria férekomster av variabeln z i uttrycket e. Uttrycket e’ skall
vara slutet. Ar uttrycket closedsubst(e, z, ') alltid Sppet om e &r ppet?

Anviand kombinatorerna true = Azxy.x och false = Axy.y for att repre-
sentera sanningsvirden i ren A-kalkyl. D& kan fallanalys implementeras
med kombinatorn if = Azyz.zyz. Skriv program for and, or och not i ren
A-kalkyl med hjélp av dessa.

Visa att A-uttrycket

7%t A ((Qz.f(Az.z z 2))(Az. f(Az.2 z 2)))

ar sddant att Z g = g(Z g) for alla g. (Man behdver anvinda —, for att
bevisa detta.)

(svart) Gor KP 5.17.



10.

11.

12.
13.

PCF

. Skriv PCF-program for sanningsvirdesfunktionerna and, or och not!

. Hur 6versétter man let-uttryck i Haskell till PCF (utan att utfora substi-

tutionen)? T.ex. vad blir

let x add 3 2 in mul 3 x

och vad blir

let x

add 3 1 ; y = minus 5 1 in mul y x7

. Skriv ett PCF-program compose for funktionskomposition! Vilken typ skul-

le det ha i Haskell?

. Skriv ett PCF-program

flip :: (a -=>b ->¢c) -> (b -> a -> ¢)

som tar en 2-stillig funktion och returnerar en 2-stillig funktion f som
beter sig pa samma sitt som £ men med argumenten omkastade.

. Definiera kombinatorerna

k ::a->b->a
s::(a->b->c) ->(a->b) ->a->c

i PCF. (Se KP 5.3.3 dér de kallas K och S.)

. Kan du skriva ett PCF-program for sum i évning 8.27

. Skriv PCF-program add for addition och mul f&r multiplikation av natur-

liga tal.

. Skriv ett PCF-program eq for likhet mellan naturliga tal!

. Skriv ett PCF-program minus for subtraktion dar

minus m n

ar odefinierat om m < n.

Skriv ett PCF-program for trunkerad subtraktion monus, dvs
monus m n = minus m n

om m > n och 0 annars.

Skriv PCF-program div och mod f6r kvot och rest vid division av naturliga
tal.

Skriv ett PCF-program factorial for fakultetsfunktionen.

Skriv ett PCF-program £ib s att £ib n &r det n-te fibonaccitalet.



14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

Skriv ett PCF-program iter s att
iter n £

returnerar £ komponerat med sig sjéilv n ganger, dvs

iter 0 f e
iter 1 f e
iter 2 f e

e
£
£

e
(f e), etc
I Haskell skulle iter ha typen

iter :: Nat -> (Nat -> Nat) -> Nat -> Nat

Skriv ett PCF-program natrec si att

natrec d e Zero =d
natrec d e (Succ n) e n (natrec d e n)

Definiera iter med hjélp av natrec men utan att anvinda fix!

Gor ovningarna 2.11-2.16 i KP igen, men nu i PCF. Eftersom det handlar
om primitiv rekursion s far ni inte anvinda fix, men diremot natrec.
(2.15 ar antagligen svarare dn de 6vriga.)

Skriv ett PCF-program som implementerar u-operatorn (“minimalisering”)
som definieras pé sidan 210 avsnitt 6.3 i KP! Notera att vi aterigen behover
odndligt manga program, ett for varje stillighet n. Definiera den 1-stilliga
och den 2-stilliga varianten:

mu_1 :: (Nat -> Nat) -> Nat
mu_2 :: (Nat -> Nat -> Nat) -> Nat -> Nat

Definiera funktionen
max :: Nat -> Nat -> Nat

med hjilp av minimalisering!

Nar vi beskriver PCF-semantiken, skriver vi e — €’ om e kan reduceras
till e i godtyckligt antal steg. Vi siger ocksé att — &r en binir relation.
Mellan vilka méngder &r den en relation? Ar den reflexiv? symmetrisk?
transitiv?

Skriv ut reduktionssekvenserna fér PCF-programmen

not True
and True True

dér not och and definierades i uppgift 9.1. Hur manga steg behdvs det for
att reducera dem till kanonisk form?



21.

22.

23.

10

Skriv ut reduktionssekvensen fér PCF-programmet
add 1 1

dar add definierades i uppgift 9.7. Hur méanga steg behovs det for att
reducera det till kanonisk form?

Ar all och exists fran 6vning 8.5 “berdkningsbara” i den intuitiva me-
ningen att de kan implementeras av PCF-program och &nda fa avsett be-
teende?

(svart) Visa att PCF kan Oversattas till ren A-kalkyl! Vi behover alltsa
oversitta alla PCF-konstanter. I 6vningen 8.11 visades hur man gor med
sanningsvardena,

True, False, if.

Las sedan om Churchtal i foreldsningsanteckningarna och 6vning 5.17 i
KP. Dér star det hur man definierar

Zero, Succ
Ovning 5.21 i KP handlar om hur man definierar pred (svart!). Avsnitt
5.3.5 i KP handlar sedan om hur man definierar fix. Aterstar isZero.

Hur definierar man den? Ledning: anvind iter som definieras i 6vning
9.14.

Beriakningsbarhet

. Skriv ner bevisen for sats 2-4 i PD 2.1.

. Det finns ett utkast till beviset for sats 6 i PD 2.1. Skriv ner detta bevis

i detalj. Ledning: visa att du kan definiera isNat om du har tillgang till
eqFun!

. (svart) I PD 2.2 anvinder vi oss av f6ljande “zick-zack-kodning” av natur-

liga tal (se ocksa Gvning 3.2 i KP):
paircode :: Nat -> Nat -> Nat
paircodemn = (m +n + 1)(m + n)/2 + m
Skriv Haskellprogram

fstcode :: Nat -> Nat
sndcode :: Nat -> Nat

som givet en kod p for ett par av naturliga tal (m,n) returnerar m respek-
tive n, dvs

1]
=]

fstcode (paircode m n)
sndcode (paircode m n)

1]
=]
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Skriv sedan PCF-program for fstcode och sndcode.

. Skriv Haskellprogramen funpart och argpart som anvénds for sjalvinter-

pretatorn i 2.3. De tar en kod f6r en applikation (dvs ett tal n > 10) och
returnerar funktionsdelen respektive argumentdelen. Dvs

n = 10 + (paircode (funpart n) (argpart n))

Ledning: anvind fstcode och sndcode fran foregdende 6vning.

Skriv ut beviset for sats 8 i PD 2.4.

. Visa att det finns odndligt manga totala funktioner i N' — N som &r

PCF-berdkningsbara.

Hur vet man att mingden av PCF-berdkningsbara funktioner i N' = N
ar uppraknelig? Motivera!

Ett PCF-program f berdknar en total funktion pa naturliga tal omm det
for alla m € N finns ett n € A s& att f m = n. Dvs f terminerar alltid
med ett naturligt tal som utdata om det far ett naturligt tal som indata.
Visa att det inte finns ndgot PCF-program isTotal si att isTotal f =
True omm f &r en total funktion pd naturliga tal och isTotal f = False
annars.

. Ett PCF-program f berdknar den helt odefinierade funktionen pé naturliga

tal omm det for alla m € N inte finns nadgot n € N sd att f m = n. Dvs f
terminerar aldrig med ett naturligt tal som utdata om det far ett naturligt
tal som indata. Visa att det inte finns nigot PCF-program isUndef si att
isUndef f = True omm f berdknar den helt odefinierade funktionen pé
naturliga tal och isUndef f = False annars.

Turingmaskiner

Implementera en turingmaskininterpretator (simulator) i Haskell. Forst
definierar vi datatypen

data TmInstr a = Write a | L | R

for turingmaskininstruktioner. Sedan definierar vi turingmaskinens minne,
en s.k. positionerad remsa, som en trippel

type Tape a = ([al,a,[a])
s& att i
(as,a,bs)

a betecknar den symbol dir turingmaskinens ldshuvud befinner sig, bs
betecknar listan av rutor till hoger om ladshuvudet och as betecknar listan
av rutor till vinster om ldshuvudet. Listan as innehaller remsans rutor i
omvand ordning, fran hoger till vinster, sa att forsta elementet betecknar
rutan just till vinster om lashuvudet.

Simulatorn blir d& en funktion

10



evalTm :: ((b,a) -> Maybe (TmInstr a,b))
-> b -> (Tape a) -> (Tape a)

s& att
evalTm delta state intape = outtape

om turingmaskinen med Gvergangsfunktion delta och starttillstand state
och den positionerade remsan intape som indata ger den positionerade
remsan outtape som utdata. Implementera evalTm!

Vidare behover vi tva funktioner

nat2tape :: Nat -> Tape Sigma
tape2nat :: Tape Sigma -> Nat

som kodar och avkodar naturliga tal som remsor. Skriv dessa funktioner
for den kodning som beskrivs i KP, sista stycket, sid 203 dir han anvander
sig av alfabetet ¥ = {OJ, 1}!

Implementera sedan t ex funktionen zero (KP sid 204) och testkdr.

Anvind girna din turingmaskinsimulator for att testa dem.

. KP 6.9-6.11 4r inledande 6vningar i turingmaskinprogrammering. Anvéind
girna din turingmaskinsimulator for att testa dem. 6.11 &r en avsevirt
svarare Ovning.
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