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Motiverande exempel

Huvudproblemet for den forsta delen av denna kurs ar att gora en fungerande definition
av begreppet “matt”. Matt ar ett naturligt begrepp som vi alla hort talas om i varierande
sammanhang, t.ex. inom sannolikhetsteorin dir vi talar om sannolikhetsmatt eller till
vardags da vi talar om ldngd, area, volym, massa, etc. Nar man matematiskt vill definiera
sa till synes enkla ting visar det sig att man far tillgripa en djup och vid férsta anblicken
ganska besvirlig teori. For att motivera oss for detta borjar vi med att titta pa foljande
exempel.

Antag att vi vill definiera begreppet “langd”. En lingd ar ju nagot som vi tillskriver
delméingder till den reella linjen. Déarfér vore det naturligt om vi definierade lingd som
en funktion / med klassen P(R) av alla delméngder till R som definitionsrum och [0, oo
som virdeméngd. Om [ ska vara vettigt definierad kriver vi dtminstone att

dir A+ {z} = {a+z : a € A} ar z-translationen av A. Problemet ar att detta &r
omdjligt. For att inse detta ska vi byta ut reella linjen mot intervallet [0,1) och vi ska ha
som konvention att alla méngdtranslationer gors med toruskonvention, dvs att d&ndarna
av intervallet dr ihopknutna sa att om en translation resulterar i att en del av méngden
sticker ut utanfor intervallet s& kommer den biten tillbaka i andra dnden. Det ar helt
klart att en vettig definition av ldngd maste uppfylla (3) dven med denna konvention.
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Dela nu in elementen i [0,1] i grupper (ekvivalensklasser) genom att séiga att a och b
hor till samma grupp om a — b ar ett rationellt tal. Bilda nu en méngd A genom att fran
varje grupp vilja exakt ett element och lata A bestd av dessa valda element. Att man
kan gora sa ar precis vad som antas i det s.k. urvalsaxiomet. For varje rationellt tal ¢ i
|0,1] sdtter vi nu A, = A+ {q}.

Observera att (3) kraver att [(A,, ) = [(A,,) for alla ¢; och go. Vi ska strax se dels
att Agna ar disjunkta si att (2) krdver att [(U,4,) = X, 1(Ay) vilket medfor att [(U,A,)
har virdet 0 eller oo, dels att U,A, = [0,1) s& att att (4) krdver att I(U,4,) = 1, en
motsigelse.

Att Ay na dr disjunkta inser vi genom att ta ¢; # ¢» och anta att 4, N A4, # 0. Da
galler for ett godtyckligt element z € A, N Ay, att x dels kan skrivas som a + ¢; dér
a € A, dels som b+ gy dir b € A. Saledes dr a — b = q; — g2 och vi far att a och b ligger i
samma grupp trots att a # b, en motséigelse mot konstruktionen av A som ju skulle besta
av endast ett element fran varje grupp.

Att unionen av A,na dr hela [0,1) ser vi genom att observera att for ett godtyckligt
tal z € [0,1) finns det ett tal a som tillhér samma grupp som z och som tillhor A. Alltsa
kan vi skriva ¢ = a + ¢ for nagot rationellt ¢, dvs z € A,.

Slutsatsen av detta exempel blir att det helt enkelt inte ar rimligt att alla mangder
ska ha en lingd. Vissa méngder ar helt enkelt inte mdtbara. Som kuriosa kan ndmnas att
Banach och Tarski visade att for varje par av mingder, A och B i R3, sddana att A och
B har icketomt inre géller att A kan delas upp i ett dndligt antal bitar som sedan enbart
via translationer och vridningar kan byggas om till B. Exempelvis kan en drta delas upp
i bitar och sedan pusslas ihop till ett klot stort som hela jorden!

1 Mangdfunktioner och matt

1.1 Algebror och c-algebror

Det inledande exemplet visar pa behovet av inskrinka en definition av begreppet “matt”
till en klass av delméngder (till ett visst rum, t.ex. R) som ibland méste vara strikt mindre
an klassen av alla delméngder till rummet i fraga. Har kommer begreppet o-algebra in.

DEFINITI N. at  vara en méngd, vilken som helst. at vara en familj av
delméingder till . Vi kallar  en algebra om



En o algebra, , ar en algebra som uppfyller en starkare version av (iii), ndmligen att om
1, 2 € sa giller ocksa att U €

Observera att man genast ser att om ar en algebra sa giller:

e enligt (ii),

, € N =( U ) € enligt (ii) och (iii).

Om  &r en o-algebra generaliserar sig den andra av dessa observationer till

ord brukar man siga att en algebra dr en familj som ar sluten under dndligt manga
mangdoperationer och en g-algebra &dr en familj som &r sluten under upprikneligt manga
mangdoperationer.

Som vi anar och snart ska se ar det sa att ett matt definieras pa nagon o-algebra av
delméngder till . Darfor sager vi att paret ( , ), dir  &r en o-algebra av delméngder
till , &r ett mdtbart rum. Om € kallar vi for en -métbar méingd.

Observera att den minsta tinkbara o-algebran till — &r {(, } och att den storsta
ar P( ). (Pa den forra kan man alltid definiera icketriviala matt, medan man pa P( )
som regel ej kan gora det, precis som vi redan sett exempel pa. Dock kan man ju alltid
definiera det triviala mattet som ar 0 for alla méngder, men detta &r ur praktisk synvinkel
helt ointressant.)

1. e erera e c-algebror

Eftersom det som regel dr omdjligt att explicit uttrycka alla element i en o-algebra ar det
lampligt att tala om “o-algebran genererad av viss klass av delméngder”, dar denna klass
gar att ange pa nagon sluten form.

DEFINITI N. at  vara en klass av delméngder till . lassen o( ), o algebra
ge erera av , definieras som e mi sta o algebra som ¢ e ller , dvs

o( )= { : o-algebra, }

( vnin : Visa att ett snitt av era o-algebror ar en o-algebra.)

xempel &t =[0,1Joch ={[0,1 )}. Dablira( )= {0,[0,1],[0,1 ),[1 ,1]}.



1. orel-o-algebror och - e

Ett viktigt specialfall av genererade o-algebror ar de sk orel o algebror a. Antag att
ar ett topologiskt rum med topologin (dvs klassen av alla 6ppna méngder) . D& ges
Borel-c-algebran ( ) pd avo( ). De viktigaste exemplen &r forstds d&  &r den reella
linjen eller delar dirav sasom [0, 1] eller R .

ITI N (R)=0( (R))
ar (R) = {(—OO,.Q?],.’L' € R}
evis Det ar vilkint att varje oppen méngd, ,i R kan skrivas som en uppriknelig

union av 6ppna intervall: =U>,(a ,b ). For att visa att (R) o( (R)) behover vi
alltsa bara visa att (a,b) € o( (R)) for varje 6ppet intervall (a,b). Men

(a,0) = (=00,0) (=00,a] = (U%L,(=00,b =1 ]) (-o0,al€a( (R))

vilket bevisar denna inklusion.

andra sidan géller att (—oo,z] = N, (—oc0,z +1 ) € (R) vilket visar att
o( (R)) (R) och saken &r klar.

lassen (R) i propositionen ovan &r ett exempel pa en annan typ av mangdklasser
som ofta kommer att dyka upp i denna kurs, ndmligen s stem. Dessa definieras som
mangdklasser slutna under dndliga snitt:

DEFINITI N. at vara en klass av delméngder till som &r sddan att , €
N € . Dakallas for ett -system.

1. g 0o er och

it R beteckna den utvidgade reella linjen, dvs R = RU{—00, cc}. En méngdfunktion &r
rent allmint en R-viird funktion definierad pa nagon klass av delmingder till ndgot rum

at  vara en algebra av delméngder till och lat  varaen i e egativ mangdfunktion
definierad pa

DEFINITI N.

Visdger att dra dtivom (0)=0ochom , € , N =40 (U )=

()+ ()



Vi séger att ar u rd eligt a itiv om () = 0 och om e , =

1, , LU € , :na disjunkta U )y=>", ( ). (Observera att

eftersom bara dr en algebra och inte en o-algebra sa dr det inte sjalvklart att

u € )

Om &reno-algebrapa och &renu rd eligta itivmd g uw tio e tera
sa kallas  for ett m tt. Vi kallar da trippeln ( , , ) for ett m ttrum. Om

dessutom ( ) oo kallas forett @ [ligt m ¢t. Vikallar forett o ¢ ligt m tt

om det finns méngder 1, 2, 1 sddanaatt U = och ( ) oo for alla

Ett sa oli etsm ttar ett matt med ( )=1.

En vanlig term inom matteorin dr uttrycket “néstan Gverallt” (eller “néstan sikert”
som man ofta siger nir man refererar till ett sannolikhetsmatt). Antag att  &r ett
pastdende om punkter i , dvs for varje € dr () ett pastidende om . Om det géller
att ={ € : () édrfalsk} € och det giller for ett matt pa att ( )= 0 séger
man att  galler dsta dverallt (med avseende pa ).

1. le a och ce a e
En oerhért nyttig sats ar foljande, som talar om nér tva dndliga matt ar lika.

T NI ITET T EN t  wara e o algebra o a tag att  dr ett
s stem som ge ererar m 1 0 o dritv mitt e tera e s a a att

1()= o) orala €

galler att 4 9
medel ar 1d mtv sa oli etsm tt stdmmer dvere s s ar eli a
For att na fram till ett bevis av unicitetssatsen behover vi kunna 1 8 lemma som

ar ett av de klassiska resultaten inom matteorin och som vi kommer att ha glédje av &ven
i andra sammanhang &n som nyckel till beviset av unicitetssatsen. Forst maste vi veta
vad ett -system &r:

DEFINITI N. En klass av delméngder till &rett s stem om

(a) € ,

(b ABe ,A B B Ae |,



(¢c)A e , =1,, A A Ae€

ITI N ir e o algebra om o e ast om  ar att s stem o et
s stem

evis Att en g-algebra dr ett -system och ett -system dr uppenbart sa vi koncen-
trerar oss pa den andra implikationen. Vi ska da visa att om  &r ett -system och ett
-system sa giller att

Villkor (i) foljer direkt av (a) i definitionen av ett -system och (ii) féljer av (b) eftersom
= . For att visa (iii), observera att for varje harviattu _, =(N_, ) =
(N _; ). Eftersom vi nyss visade att  &r sluten under komplementbildning har vi
att € sdenligt -systemegenskapen och (b) harviatt U _; € och (iii) f6ljer av

(©)-

Pa samma sitt som for o-algebror definieras -systemet genererat av en klass som
snittet av alla -system som innehéller . Beteckningen &r ( ). Notera att eftersom en
o-algebra alltid ar ett -system sa géller att o( ) ( ). Man fragar sig ndr det géller
att o( ) = ( ). Dynkins lemma &r ett svar pa denna fraga:

T DNIN E m  drett s stem galler att () =o( )

evis Vi behover visa att () o( ) och for att gora det krdvs det enligt propo-
sitionen ovan bara att vi visar att ( ) &r ett -system. Med andra ord ska vi visa att
klassen

o={Be€ ():BNn € ()foralla € ()}

ar just (). Vi klarar inte detta direkt utan far ta det i tva steg. Vi borjar med att
bevisa att klassen

1={Be ():Bn € ()foralla € }

sammanfaller med ( ). Nu &r ju ett -system sa det dr helt klart att . Darfor
racker det att visa att | dr ett -system. Da géiller det att visa att



(a) € 5
(b)) A B,ABe ; B Ae
(c) A AA e ; Ae ;.

Eftersom N = foralla  &r del (a) uppenbar. Del (b) foljer av att om € och
A Boch A)Be isaharviatt (B A)N =BnN AN € (),ty An och
BN liggeri ( ) enligt definitionen av ; och ( ) &r ett -system.

Del (c) foljer likadant A € ;A Amedfératt A N € ( )foralla da €
enligt definitionen av ;. Eftersom A N AN och () éarett -system foljer da att
AN € () som vi ville.

Nér vi nu vet att | = () foljer det precis pa samma sétt som ovan att o och
darfor ar vi klara om vi kan visa att dven o ir ett -system. Att visa det ar fullstindigt
analogt med beviset for 1 och gors lampligen som &vning.

Nu blir det strax en smal sak att bevisa unicitetssatsen, men vi sparar dnda detta tills
vi har fatt lite mer kott pa benen.

1. ara h o or g g a och ebege e

Vi har 4n sa linge inte sett att det 6verhuvud taget existerar nagra icketriviala matt pa
o-algebror som &r stora nog for att vara intressanta. (Ddremot har vi ju sett exempel pa
att det inte finns icketriviala matt pa P( ) om = R.) Det &r latt att konstruera matt
pa o-algebror som bestar av endast ett dndligt antal méngder (gor giarna detta) men for
att klara det pa t.ex. (R) maste man anvéinda foljande djupa resultat:

T T T I NIN T t  wvara e algebra av elmd g er
till  gotrum o sitt =o( ) m dre w rd eligta itivmd g u tio
e 1era S s etettm tt s a talt =

essutom gdller att om () oos dr e awutvig i gu i

tip Man bor atminstone en gang i livet ha last och forstatt beviset av  arath odorys
utvidgningssats da denna &r en av grundbultarna i matteorin och dirmed &ven sanno-
likhetsteorin. Hoppa dock gérna over beviset vid en férsta genomlésning. nga delar av
beviset kommer att anvindas i fortsdttningen, endast resultatet som sadant.

evis nikhetsdelen foljer direkt av unicitetssatsen, vilket tillater oss att koncentrera
oss pa existensdelen. Vi borjar med att definiera méngdfunktionen : P( ) [0, 0]
pa foljande sitt:

(4= A (): e ,A4 UL, }



for alla A . Eftersom € ar vildefinierad. Forsta steget i beviset ar att
visa att  &r ett s.k. ttre m tt, dvs att () =0, A B (A) (B) och att
(U*,A) ®, (A) for alla foljder {A } av delméingder till

Att (@) = 0 foljer direkt av att ta = @ for alla i definitionen av  och om

A B ar (B) ett infimum 6ver en mindre méngd &n  (A) och saledes giller att
(A) (B). For att bevisa att det tredje kriteriet ocksa &r uppfyllt observerar vi att
enligt definitionen av  géller det for varje 0 och varje att vi kan finna méangder
1, 2, 1 saddanaattA  U%, och¥%®, () (A)+ . Eftersom

Uud U giller att (U A) X () X (A)+ . Eftersom var
godtyckligt bevisar detta den 6nskade subadditiviteten.

Definiera nu méngdklassen  genom att sitta
={A ()= ( NmA)+ ( NA) for alla }

Steg tva i beviset dr att bevisa att  4r en o-algebra och att restriktionen av till
ar ett matt. Observera att eftersom ar ett yttre matt géller alltid att ()
( NA)+ ( NA)sa for att visa att A €  ridcker det att visa den omvinda
olikheten for godtyckligt

Att € ar uppenbart liksom att ar sluten under komplementbildning. For
att kunna konstatera att ar en o-algebra ska vi alltsa visa att  &r sluten under
uppréknelig unionsbildning. Detta ska vi gora genom att dels visa att  dr sluten under
andlig unionsbildning, dels att upprikneliga unioner av isju te mingderi  tillhor
Om A, B € giller for alla  att

()= ( N4+ ( nA)
= ( NANnB)+ ( NAnB)+ ( NANB)+ ( NANB)
( N(AuB))+ ( Nn(AuB))

ty (ANB)U(A NB)U(ANB )= AUB. Alltsa giller att AUB € (sd att  &r en
algebra). Dessutom géller att om A och B ar disjunkta far vi genom att sitta = A att
(AUB)= ((AUB)NA)+ ((AUB)NA)= (A)+ (B),dvs dr additiv pa

Antag nu att {A } &r en foljd av disjunkta méngder i  och sitt B = U _jA |
=1, , ochB=U;A . Vihar att

( NB)= ( NBNA)+ ( nBnNnA)= ( nA)+ ( nB )



enom ett enkelt induktionsargument foljeratt ( NB )=> _; ( NA ). Eftersom
B € enligt vad vi visade ovan giller nu att

()= ( nB)+ ( NB)

= ( NA)+ ( NB) ( NA)+ ( nB)
=1 =1
enom att lata oo far vi att
() (nA)e (0B)  (nB+ (0B) ()
Detta bevisar att  dr en og-algebra och eftersom vi kan sitta = B i uttrycket ovan

visar detta ocksa att ar upprakneligt additiv pa , dvs restriktionen av till  ar
ett matt.

Om vi nu kan visa dels att (A) = (A) for alla A € | dels att ar
saken klar. Men for A € far vi direkt att  (A) (A) genom att ta ; = A
och = 3= = () i definitionen av och om A ue, € , sitter vi
B = ( U_i )NNA, =1, , . Dagiller att {B } ir en klass av disjunkta

mangder sadana att U B = A och B € for alla . Enligt den upprikneliga
additiviteten hos  gillerda att (A)=Y (B) X ( ),dvs (A) (A).

Till sist, om A€ och € P( )och &ren godtyckligt positiv konstant, finns det
en foljd {B } av méngderi  sadan att UB och) (B) ( )+ . Eftersom

ar additiv pa  far vi att for alla att (B)= (B NA)+ (B NnA). Darfor
géller enligt vad vi nyss visade och subadditiviten hos  att

( )+ (B NA)+ (B NA)= (B NA)+ (BNA)

(UB)NA)+ ((UB)NA) ( NA)+ ( NnA)
Eftersom var godtyckligt vald foljer det att A €  och saken ar klar.

Det &ar virt att notera att o-algebran i beviset av arath odorys utvidgningssats
kan vara strikt storre an

Vi genomf6r nu konstruktionen av det vanliga lingdmattet, det sk ebesguem ttet, pa
det halvoppna intervallet (0,1]:

at  vara algebran som bestar av alla méngder av typen

= (a1,b1] U (az,b0]U  U(a ,b |



dir €{1, , }ocha b a b . Verifiera girna som O6vning att  &r en
algebra. Det &r helt klart att =o( )= (0,1]. Vi vill nu konstruera en upprikneligt
additiv mangdfunktion pa  som &r lamplig som prototyp for ett langdmatt. Nar det ar
gjort kan vi direkt anvinda arath odorys utvidgningssats till att utvidga denna prototyp
till ett riktigt langdmatt.

Naturligtvis later vi

()= (& —a)

=1

for alla € . Det vi nu behover gora ar att kontrollera att  &r upprikneligt additiv.
Att  ar dndligt additiv foljer direkt av definitionen, men den uppriakneliga additiviteten
far vi arbeta lite med. (Hér &r ett 1 tip pa sin plats igen: Hoppa gérna 6ver beviset
av den upprikneliga additiviteten vid en forsta genomlésning.) Vi ska alltsa visa att om

€ kan skrivas som U,  dér € for alla gélleratt ( )= ( ).
Tack vare den éndliga additiviteten férlorar vi ingen generalitet om vi antar att = (a, b
och att = (a ,b ]. For ett godtyckligt géllerattU _, € och (U_; )€
Darfor har vi att

enom att lata oofoljeratt () > (). Foratt visa den omvénda olikheten,
fixera ett godtyckligt 0. Det géller att klassen {(a ,b + )}°2, ér en Oppen
overtdckning av det kompakta intervallet [a + ,b]. Denna 6vertdckning kan reduceras
till en dndlig 6vertdckning, dvs for nigot index oo giller att U _,(a ,b + )
[a+ ,b]. For ett intervall 1at ( ) vara intervallets vinstra &ndpunkt och ( ) dess hogra
andpunkt och omordna intervallen i den &ndliga overtdckningen i en ordning ,
sadan att (1) (). Vihar da for alla att U _, &r ett 6ppet intervall. Det
gilleratt (.U 2)— (1U2)= (1)= (1)+ (1U2)— (1) (1)— ()+ (2)—

( 2). enom ett induktionsargument foljer att (U - )— ) X ()

(1)) vilket i sin tur implicerar att b — a — > (b —a) -I- .0 —a)+ .
Eftersom var godtyckligt vald géller alltsa att () () och den upprikneliga
additiviteten &r pavisad.

2

M.hj.a. arath odorys utvidgningssats utvidgar vi nu alltsd  till ett unikt (unikt
p.g.a. dr dndlig) matt pa (0,1]. Vikallar for ebesquem ttet pa (0,1] och anviinder
i fortsdttningen beteckningen b for detta matt.

Om man vill kan man utvidga b fran (0,1] till [0,1] genom att d& 0 € B sitta
b(B)= bB {0}).

For att konstruera ebesgueméttet pa hela R ersitter vi (0,1] med (—oc, oc] i kon-
struktionen ovan och utvidgar till R pa samma sétt.



1. gra gr l gga ere la

Har ska vi forst ga igenom nagra basala fakta om egenskaper hos matt for att sedan bevisa
unicitetssatsen. Hela tiden antar vi att ( , , ) ar ett mattrum.

E e« (AUB) (A)+ (B)
b (Uizl z) izt ( z)
m () oo gdlleratt (AUB)= (A)+ (B)— (ANDB)o om essutom
A B arviatt (B A)= (B)— (4)

Bevisen har vi sett forr, t.ex. i Sannolikhetsteori eller rundkurs i matematisk statistik
vid teknisk hogskola. Del (c) generaliserar sig ocksa till inklusions-exklusionsformeln som
vi ocksa sett i nagon av de namnda kurserna.

Nista resultat dr viktigt. Det stadfister vad som brukar kallas o ti uitet os m tt.

E NTIN ITET TT a () ()
b (1) oo C) )
( )=0, =1, , u H)=o0

evts

(a) Att betyder att 2 och att U, = . Viskadelaupp i
disjunkta bitar och anvinda den upprikneliga additiviteten hos
Satt 1= 1, 2= 2 1, 3= 3 (1U 2), = (11U 2U 3),etc. Da
ar  ma disjunkta och for varje harviattu _, = och saledes ocksa att
U = . Vifar

()= ()= _ ()= _()

dér den sista likheten foljer av additiviteten hos

(b) &t = . Da giller att 1 sa enligt (a) foljer att ( 1 )
(1 ). Enligt del (c) av foregdende lemma och antagandet att ( ;) o0
betyder detta att ( 1)— ( ) (1)— ( ),dvs ( ) ().

(c) Enligt (b) i foregdende lemma géller for varje att (U_, ) > _; ( )=0
sa resultatet vi vill visa foljer av (a).



Det ar i del (b) viktigt att ( 1) oco. annat fall &r slutsatsen falsk. Ett
exempel dr nir (, , )= (R, (R), b)och = ( ,o00). Di giller att ) men
() =oo for alla

Vi har nu kommit till beviset av unicitetssatsen som sdger att tva dndliga matt som
Overensstdmmer pa  och pa ett -system som generarar maste vara lika.

evis av 1 itetssatse  Enligt Dynkins lemma &r ( ) =o( ) = s& om vi kan
visa att klassen

={ e ()= 20)}

ar ett -system sa dr vi klara. Att €  &r en del av antagandet. Om A B och
de tva matten Gverensstimmer pa A och B far vi tack vare dndligheten hos matten att

1(B A) = 1(B)— 1(A) = 2(B)— 2(A) = 2(B A) och siledes att B A €
Till sist, om €  och har vi att {( )= o ) foralla och det foljer av
kontinuiteten hos matt att 1( )= o ),dvs €

ande er

nom sannolikhetsteorin har vi som bekant vart eget sprak och vara egna beteckningar.
Vart sannolikhetsrum brukar vi beteckna ( , , ) dir  &r ett ut allsrum,  &r en
o-algebra av delméngder till och  &r ett sannolikhetsmatt pa

Elementen €  kallar vi for ut all. En mingd €  kallar vi for en G else.
En héndelse dr alltsa inget annat d&n en mingd som ar mitbar m.a.p. en o-algebra pa
vilken ett sannolikhetsmatt finns definierat. Vérdet () blir nu sannolikheten att det
experiment det aktuella sannolikhetsrummet modellerar resulterar i ett utfall sadant
att €

xempel Singla slant tva ganger:

tfallsrummet blir ={ , , , },dar star fér “heads” och  for “tails”,
och vi kan lata = P( ). Naturligt &r nu att lata  definieras av att ({ })=1 for
alla €

Sla tarning:

Ta lampligen ={1, , , , , }och =P( )ochdefiniera via ({ })=1 for
alla

Vélj ett tal pd mafai (0,1):

Satt = (0,1), = (0,1)och = b.



xempel. Detta exempel sammanfattar avsnitt 2.3-2.4 i illiams och ar till for att
dels ge ytterligare ett exempel pa ett sannolikhetsrum, dels visa att “Gveruppréikneligheter
ar farliga”

Antag att vi vill skapa ett sannolikhetsrum som dr en lamplig modell fér en oéndlig
foljd av slantsinglingar.  tfallsrummet blirda ={ = (1, 2, ): ;€{ , }, =
1, , }eller om mansa vill =4{ , }°. Fragan ar vilka mingder i som ska vara
méitbara. enom att tinka pa  som 0 och som 1 kan vi associera varje utfall med en
f6ljd av nollor och ettor och varje sadan f6ljd kan man ju se som en bindrutveckling av ett
tal i intervallet [0,1]. Eftersom det i stort sett &r sant att det finns en 1-1-korrespondens
mellan tal i [0,1] och f6ljder av nollor och ettor kan vi associera  med [0,1]. ( nte riktigt
sant ty t.ex. 1000... och 0111... svarar bada mot 1 2.) Nu vet vi ju redan att det inte
gar att definiera nagot sannolikhetsmatt pa P(0,1) och saledes ar det ocksad omdjligt pa

P( ).

Om vi daremot later

=c{ € =z}:zef{ , }, =1, , ),

dvs o-algebran genererad av utsagor av typen “ lave i kast nr. ” och “ rona i kast nr.
", =1, , ,sa gar det bra. Vi ska senare se precis hur man kan gora detta. Dock
kan vi redan nu inse att en méngd av typen “ rona i kast nr. 7 svarar mot en union av

! intervall om vi gér associationen mellan  och |0,1]. Dérav inses att  svarar mot
[0,1] och vi kan lata  vara det matt som svarar mot  b. vertyga gérna dig sjilv om
att  ar ett lampligt matt for att modellera slantsinglingar.

Vi ska senare visa att mangden

={ € : Proportionen klavar 1}

ar en hindelse, dvs en -méatbar mingd. Vi kinner till stora talens lag och enligt den
galler att () =1 (forutsatt forstas att  verkligen &r lampligt definierat). P& samma
satt géller att om = ( 1, o, 3, ) é&ren godtyckligdelfoljd av (1, , , ) och visétter

e for varje fixt =( 1, 2, )kanmanjulata =( 1, 2, ) bestd avav de
som #r sddana att = (eller om det inte skulle finnas oéndligt manga ). D& &r



det klart att & for just detta . Eftersom man kan finna ett sddant  till varje
galleratt N =0@sadatt (N )=0trotsatt ( )=1{or varje enskilt

Detta till synes underliga faktum kanske skulle forbrylla den som inte &r bevandrad
i matteori. Vi vet dock battre det ar inte alls sikert att ett overupprikneligt snitt av
néistan sikra héndelser intrd ar nédstan sidkert. vissa fall dr det ju inte ens en métbar
méngd! Vad som dock dr sant dr att ett upprikneligt snitt av néstan sikra héndelser
intrd ar néstan sikert:

ITI N tag att € =1, , o att ( )=1 oralla
gdller att (N )=1

evis Eftersom ( )=O0harviatt (N0 )=1- (U )=1-0.

Nu over till ndgot annat. om ihag hur man definierar och for foljder
av reella tal:

o0
Eftersom { x }°°, dr en avtagande foljd existerar alltid z , men kan vara
odndligt. Pa samma sitt existerar alltid x , men kan vara odndligt.
Om x och x sammanfaller siger man att s & existerar och far

detta gemensamma virde. (Vi tillater alltsa odndliga gransvirden.) annat fall existerar
inte gransvirdet.

Vi ska nu definiera och for foljder av mangder: at { } vara en foljd
av delméngder till . Vi sdtter

Ett bra sitt att tinka pa dessa begrepp ar att om na dr hindelser sa ar

handelsen att od ligt m ga av at trd aroch ar handelsen att alla utom
a ligtm ga av a1 trd ar. Det dr en god wvnin att forsta och bevisa detta. Det
ar ocksa viktigt att man inser skillnaden mellan “odndligt manga” och “alla utom &ndligt
manga’.

(Som fotnot kan man observera att det finns en korrespondens mellan och
for talfoljder och méngdfoljder, namligen att Z svarar mot [—o0,z )
och x svarar mot [—o0,z ).)



E T E N T E F N E  Dessare-
sultat ar tva enkla specialfall av de mer generella Fatous lemma vi ska se langre fram i
kursen, men att visa dem dr en god 6vning for oss:

m =1, , ar d elser ar wvi att

evis Observera forst att eftersom  ar sluten under uppréikneligt manga mangdop-

erationer sa ar och maétbara och utsagorna ar alltsa meningsfulla.
Eftersom U foljer det av kontinuiteten hos matt att  ( ) =

~ (U ). Da U for alla harviatt ( ) (U )

for alla och saledes att (U ) (). enom att kombinera dessa

fakta far vi att

Del (b) ar analog.

Notera i beviset ovan att for del (a) méaste vi anvinda kontinuitet uppifran hos
matt, vilket kréver dndlighet hos (U ) vilket f6ljer automatiskt d&  &r ett san-
nolikhetsmatt. Vi kan uppenbarligen ersitta  med ett godtyckligt dndligt matt, men
inte med vilket annat métt som helst. For del (b) daremot ar det kontinuitet nerifran
som giller och det gar bra att byta ut  mot vilket matt som helst och fortfarande fa
en sann utsaga.

Nista resultat dr ett mycket anvindbart resultat som dessutom har ett enkelt bevis:

T E NTE I m{ }are 6lj av G elsers a aattd>>,; ( )
oo gdller att  ( )=0 wvssa oli ete att od ligtkm ga i trd ar ar

evis

for varje . enom att vilja tillrickligt stort kan vi fa >°°°_ () hur liten som helst
och det foljer att  ( ) =0.



xempel Att spela ett rittvist spel kan vara l6nsamt! (Om man har odndligt mycket
pengar till att borja med.)

Antag att vi spelar pa foljande sitt: spelomgéng nr (=1, , ) vinner vi 1
krona med sannolikheten 1 — 1 och forlorar  — 1 kronor med sannnolikheten 1
Den forvintade vinsten i varje spelomgang blir da 0 sa detta ar vad vi brukar kalla for ett
“rattvist spel”.

at nu ={ € : ger forlust i omgéng nr. }. (Vi bekymrar oss inte om
konstruktion av ( , , ) och méatbarhetsfragor hir.) Da har viatt ( )=1  si att
®, ( )=1 oco. Dérfor talar Borel- antelli om for oss att med sannolikheten 1
kommer vi bara att forlora dndligt manga ganger och saledes att i det langa loppet gora
en odndlig vinst.

Or nu girna 6vning 2. i illiams for att bekanta dig nirmare med definitionerna
av och for méngder.

Mat r funktioner och tok ti k rir er

at ( 1, 1)och( 9, ) varatva métbara rum och antag att : ; o ar en funktion.
Man brukar siga att ar méatbar om “intressanta” utsagor om ar méatbara. Mer precist
betyder detta att méngder av typen { € ;: () € A} dr méitbara delméngder av
for vissa delméngder A av 5. Av skil som liknar dem som motiverar varfor inte alltid
alla delméngder av ett rum kan vara métbara dr det oftast for mycket begirt att detta
ska gilla for alla delméngder A av 5. Via c-algebran , talar man om vilka méngder
som ar “intressanta’.

DEFINITI N. at o dir (1, 1) och ( o, o) dr tvd métbara rum. Vi
sdger att Ar | o-mdtbarom '(A)e foralla A€ .

En bild illiams ger av métbarhetsbegreppet dr den hér:

den hér kursen kommer vi nistan uteslutande att intressera oss for fallet da ( o, ) =
(R, (R)). Att vi arbetar med R-virda funktioner snarare #n R-viirda beror pa
och av funktionsfoljder alltid ar definierade da, vilket gor vissa métbarhetsfragor
lattare att besvara vilket vi alldeles strax ska se.

For enkelhets skull skriver i fortséittningen ibland bara  for (R) och nir vi séiger
att en funktion &r -métbar betyder det att funktionen i fraga ar -métbar.



Om & ett topologiskt rum och = ( )och :  Rar -mitbar kallas for
en orelu tio . Vanligaste fallet dr forstds da &dven =R och ( )=

illiams anvander f6ljande beteckningar sa 1at dven oss anvinda dem. Har ar ( , )
ett matbart rum:
lassen av -méitbara funktioner.
() : lassen av ickenegativa -métbara funktioner.
b : lassen av begrinsade -métbara funktioner.
nnan vi tar den forsta satsen i det hér kapitlet, 1at oss minnas att alla mangdop-

erationer bevaras under inversa avbildningar, dvs (U A )=U (4), Y4)=
( '4), '(AnB)= 'A)n (B), etc.

T t( , ) wara ett mdtbart rum o [t : Ruwvarae u tio

a t wvarae lassav elmi g ertill R s a atto( )= gdller att  dr
mdtbar om '( )€  ralla €

b m ar ett to ologis t rum o ar o ti uerllgs dr e orelu tio
m{ € : () }€ rala €Rs dr e  mithar u tio samma
satt ra er et att { } e  oralla eller att { }e oralla et
evis Vi bérjar med att observara att (c) foljer fran (a) genom att siitta =
{[-o0, ] : € R} och att (b) foljer fran (a) om man later  vara klassen av Gppna
méngder.
For att bevisa (b), sitt ={B € : (B) e }. Vad viska visairatt =
Eftersom och =o( ) ricker det att visa att  &r en o-algebra. Vi kollar:

Det ar virt att notera att del (a) generaliserar sig direkt till fallet dér ( 1, 1) och
( 2, o) ar tva generella méitbara rum.

enom att utnyttja del (c) av ovanstdende sats gar det ganska smartfritt att bevisa:



T t , 10 o vara  mdtbara u tio er o e reellvir o sta t ar
dve 1+ 920 1 2 mdtbara

evis Vi gor beviset for 1 + o och lamnar 6vriga fall som Gvning.

Enligt sats 3.1(c) ricker det om vi kan visaatt { € : ( )+ o) }e for
alla € R. Skriv

e a0+ :0) r=U (e .0) gn{e ) =g}

Eftersom ar uppriknelig och | och o dr métbara foljer resultatet av de allménna
egenskaperna hos

E tag att ( 4, ;) =1, , dr mdatbara rum o att : 2 0
9 3 d4r 1 o res e tive o 3 mdtbara galler att samma sdtt © ge
ar 1 3 mdtbar e tellt gdller att om : R dr mdtbar o ‘R R dr
mdtbar s dr mdtbar

evis Tag en godtycklig mangd A € 3. Da giller att

Niasta lemma sidger att om man betraktar och av foljder av métbara
funktioner sa blir dessa i sin tur métbara funktioner. Som vi ska se ar detta mycket
betydelsefullt eftersom det i sin tur innebér att allt som “rimligen &r intressant” ocksa ar
matbart.

E t{ }warae olj av mdthara u tio er ar olja e u tio er
o s mdtbara

1
Xy

essutom gdller att mé g e { € ~ () existerar och ar rellvirt} dr mdtbar
m w () existerar or varje dr o € mdthar u tio



evis  Del (i) foljer av sats 3.1(c) da { F=nH{ }. Tag nu del (ii)
som Ovning.

Del (iii) och (iv) foljer direkt av (i) och (ii), ty = ( ) och
= )-

Att grinsvirdet dr en métbar funktion d& den existerar ges direkt av (iii) eller (iv) da
ju griansvirdet sammanfaller med och

For att visa det pastadende som aterstar, sitt () = () - ().
Enligt (iii), (iv) och emma 3.2 &r métbar och vi far att

{1 «  existerar och dr reellvirt}

={ =0}1n{ oo} N{ —oo} €

Om ( , ) ar ett métbart rum och  &r ett utfallsrum till ett slumpforsok kallar vi
en -matbar funktion fér en sto astis wvariabel.

xempel om ihag exemplet fran kapitel 2 dar vi borjade skapa en sannolikhetste-
oretisk modell for en o#ndlig foljd av slantsinglingar. Vi hade utfallrummet = { =
(1, 20 ): €{ , }, =1,, } Somo-algebra pa togvi

=o({ : =a}:ze{, }, =1, }

Om visiatter ()= ( ), =1, , , dvsindikatorfunktionen for klave i kast nr.
sa blir trivialt -métbar, dvs en stokastisk variabel. atnu =3 ,_; , antalet
klavar bland de forsta  singlingarna. Enligt emma 3.2 dr &ven en stokastisk

variabel och saledes &r méngden

{ =1 }in{ =1}

-méatbar. Men denna méngd ar ju precis den méngd av utfall for vilka andelen klavar
konvergerar mot 1 2. Denna mingd &r alltsad en hiéndelse och har alltsad en sannolikhet.
(Enligt stora talens lag dr denna sannolikhet 1 under “rétt” forutsittningar, men det &r
en annan historia till vilken vi far aterkomma senare.)



Nl rel g o er

DEFINITI N. at ( , , ) vara ett sannolikhetsrum och lat R vara en
stokastisk variabel. dr el i ge for  dr sannolikhetsmattet pa (R) givet av

(B)= ( '(B)= { €B})LBe
orel i gu tio e, ,till definieras av

()= A }= [-o0 ], €R

Observera att eftersom klassen {[—co, | : € R} ér ett -system som genererar |,
bestams fordelningen entydigt av

Det kommer inte som en 6verraskning att  &r vixande och hogerkontinuerlig. Dessu-
tom giller att om { = oo} =0 sa giller att o () =1, ~ (x)=0.

vnin  Anvind kontinuitet hos matt fér att bevisa det sistndmnda pastaendet.

xi ten av to ati a varia ler med n ad rdelnin n tion Antag
att vi har en férdelningsfunktion, , dvs en vixande hoégerkontinuerlig funktion med
(o) =1o0ch (—oc0) 0. an man alltid hitta ett sannolikhetsrum ( , , ) och en

stokastisk variabel  definierad pa sa att  har just som fordelningsfunktion

ada, har ar tva sitt pa vilka man kan ga tillviaga:

1. Harma konstruktionen av ebesguemattet: Bilda forst ett matt pa (—oo, 00
genom att pa algebran som bestar av mingder av typen

A:(al,bl]U(ag,bg]U U(CL ,b ]

—o0 a1 b a b, =1, lata (4) =%, (i) — (@)
och utvidga  till ett unikt matt pa (—oo,00] med hjdlp av arath odorys
utvidgningssats. tvidga sedan till [—o0,00] genom att lata (B) = (—o0) +
(B {—o0}) for B sadana att —oo € B.
at tillsist ( , , )=(R, , )och ( )= och saken &r klar.
2. oro od repre entation at Vi gor inte detta ordentligt utan beskriver

bara id n. Vi ska anta att  &r vildigt sndll, ndmligen att  &r kontinuerlig och
stri gt vixande. Detta betyder speciellt att inversen ! existerar.
atnu (, , )= (0,1, [0,1], b). Nu sétter vi helt enkelt ( )
€ [0,1]. Da far vi att { y={ : () y={ : (H)r=10, (
(

och det foljer dels att ~ &r mdétbar, dels att ( ) = b0,



precis som 6nskat. (Att  dr métbar kan man ocksa inse genom att observera att

= ! ir en kontinuerlig funktion och anviinda sats 3.1(b).)

det allménna fallet kan man lata  vara en s.k. generaliserad invers till . Den
brukar betecknas och definieras genom

()= {zeR: (@ }

Det krivs lite arbete med detaljerna for att visa att  verkligen far ratt fordelning.
Detta finns gjort i  illiams, avsnitt 3.12.

c-algebror ge erera ea e la a o er

exemplet ovan med den odndliga foljden av slantsinglingar definierade vi o-algebran
som den minsta o-algebra som gjorde alla funktionerna ()= () métbara. Man
skriver

enerellt, om { : € } ér en klass av R-viirda funktioner med gemensamt definition-
stum  och  &dr nagon godtycklig indexméngd, kan vi lata

vara den minsta o-algebran som gor alla méatbara. Vi siger att  a4r o algebra
ge erera av a och skriver =o( : € ).

Observera att om alla :na ar stokastiska variabler pa ( , ) har vi automatiskt att

Observera ocksa att om { } &r en f6ljd av funktioner pd  och vi sétter

=o( 1, , )sdarU; en algebra som genererar o( 1, 2, ). Det dr dock
inte alls sikert att U2,  &r en o-algebra. (Varfor )

En intuitiv tolkning av o-algebran  &r féljande: Ett slumpforsok bestar i att slumpen
pa nagot sitt viljer ett utfall € . Antag att vi som information om far veta alla
virdena ( ), € . D& vet vi alltsi om méngderna { € B} har intrd at eller ej for
alla B € (och dven for B ¢ men det anser vi som “ointressant” information). Men

=o0({ € B}:B € B, € )saman kan siga att  bestar av alla méngder vi vet
om de intrd at eller ej om vi vet virdena pa alla  och anvinder hogst “uppréikneligt
mycket information”. ort sagt kan man alltsa siga att o-algebran genererad av en klass
av funktioner bestar av “den information som dessa funktioner ger”.

ITI N a t(, )waraett matbartrumo 1t et gdller att
u tio e : R dro( ) mdtbar omo e astom et se mdétbar
u tio Rs a att =



b eialallav a m  drreellvir s gdller att  dro( ) mdtbar om o e ast
om = or go orelu tio

evis  Eftersom (b) &r ett specialfall av (a) récker det att visa (a). Vi ser direkt att
om = och &r -métbar sa foljer det att  &r o( )-métbar av sats 3.2.

Antagnu att  &ro( )-métbar. Viska da hitta funktionen . Enligt o( )-métbarheten
hos  géller det for varje heltal och varje positivt heltal att

{ el (+1) J)i={ € }

for nagon méangd € . Definiera nu funktionen  genom att sitta () = da

€ . Da blir  uppenbarligen -métbar och 1, dvs foljden { } &r véixande.
Saledes existerar funktionen = w - Eftersom grinsvirden av foljder av méatbara
funktioner dr méatbara &r  maitbar och eftersom  ( ( ))— () giller att

0o0o0-1la -a e

om ihag Dynkins lemma som hjilper oss att dra slutsatser om hela o-algebror utifran
resultat for genererande -system. Monoton-klass-satsen ar en utvidgning av Dynkins
lemma. Denna utvidgning hjélper oss att dra slutsatser om alla begriansade -métbara
funktioner utifran resultat for indikatorfunktioner for mangder i ett -system som gener-
erar

DEFINITI N. at vara nagot rum och lat vara en klass av begrinsade reellvirda
funktioner definierade pa . Om

(i)  &r ett reellt vektorrum,
(ii) 1 € ,

(iii) € , begrénsad € ,

sa kallas  for en mo oto lass.

T N TN T EN t wara e mo oto lass o a tag att €
or alla md g er Aielt s stem gdller att bo( )

evis Huvudverktyget i detta bevis dr Dynkins lemma.



at  vara klassen av mangder sadana att € . Det foljer av (i)-(iii) att
ar ett -system, sa enligt Dynkins lemma har vi att o( ), dvs alla indikatorfunktioner
for mingder i o( ) ingar i

Tag nu en o( )-métbar begrinsad funktion och antag att  &r ickenegativ sa att
0 for nagot heltal oco. Satt for =0, -1

Ai={ € : () (+1) }

och 1at

()= ()

Enligt vad vi nyss visade géller att € foralla och sdenligt (i) har viatt €
och eftersom giller att €

(Notera likheten mellan konstruktionen av har och motsvarande konstruktion i
beviset av Proposition 3. .)

Till sist om  &r en generell begridnsad o( )-métbar funktion, skriv. = —  dér
()= ( (),00o0ch ()= (— (),0). Eftersom vi nu vet att och
tillhor s géller enligt (i) detta ocksd  och vi &r klara.

eroende
Nl e oe och orel- a ell a rale a
hela detta kapitel antas att ( , , ) ar det sannolikhetsrum vi arbetar med. Du har

i tidigare kurser sett definitioner av oberoende héndelser och oberoende stokastiska vari-
abler. Vi definierar dessa begrepp i termer av o-algebror:

DEFINITI N.
at 1, o, vara en dndlig eller uppriaknelig familj av del-klasser till . Vi sédger
att 1, o, ar oberoe e om det giller for alla ; € |, 5 € o och alla
andliga uppsattningar av distinkta index 1, o, , att



De stokastiska variablerna 1, o,  sigs vara oberoende om c-algebrorna o( 1),
o( 2), &r oberoende.

Héndelserna 1, o,  séigs vara oberoende om o( 1), 0( 2), &r oberoende, dér
0( ) = 0( ) = {@, ) }

Verifiera girna att dessa definitioner stdmmer ¢verens med vad du tidigare lart dig.
ven i dessa sammanhang ar vi hjilpta av att anvinda -system.

E t o vara tv el o algebror till ge erera eav s steme re e
tive galler att o ar oberoe eomo e astom o ar oberoe e

evis Att oberoende mellan och  implicerar oberoende mellan  och ar
sjalvklart, sa lat oss koncentrera oss pa den andra implikationen.

Vi ska anvinda ett tvastegsargument som till viss del paminner om det vi gjorde i
beviset av Dynkins lemma. Fixera forst en héindelse € . Definiera tva matt | och o
pd  genom att satta

foralla € . Eftersom och é&roberoende harviatt (( )= o )foralla €
Dessutom har viatt ( )= ( N )= () ()= 2 ) 1 oo. Vikan alltsd
tillimpa unicitetssatsen som talar om for oss att 9. Eftersom  var godtyckligt

vald medfor detta att och  ar oberoende.

Fixeranu €  och definiera

for alla € . enom ett fullstindigt analogt resonemang foljer det av unicitetssatsen
och det nyss bevisade oberoendet mellan och att 3 och eftersom var
godtyckligt vald betyder detta att och  &r oberoende.

vnin illiam Antag att 1, ar del-o-algebror som genereras av
-systemen 1, o, respektive och antag att € for alla . Visa att 1, ,
ar oberoende om och endast om ;, ,  &r oberoende.



xempel &t och  vara tvd stokastiska variabler. Enligt sats 3.1(c) genereras
o( )ocho( )avdetva -systemen {{ x} : x € R} respektive {{ }: eR}L
Enligt emma 4.1 géiller alltsad att  och  &r oberoende om och endast om

for alla z, € R.

Ovningen ovan utvidgas emma 4.1 till stycken o-algebror. Detta kan vi anvinda
for att pa samma sitt visa att 1, o, &r oberoende om och endast om

N ¢ =)= (i )

=1

for alla dndliga indexdelméngder och alla z; :n.

T E NTE I m{ } dre 06lj avoberoende d elsers a a
att X, () =o0 gdller att ( y=1
evis Satt = (). Observera att
( ) =(N U ) =u N
Vi ska alltsa visa att (U N ) = 0 vilket &r det samma som att (N )=0
for alla

Enligt kontinuitet hos métt och oberoendet har vi att

o
0 )= L0 )= o ()= - )
Vi utnyttjar nu olikheten 1 — = och far att
(e o]
@ ) = X = ®°=9
xempel at , o, vara en iid-foljd av stokastiska variabler som har en expo-

nentialférdelning med parameter = 1. D& har vi att ( xz) = . Viska visa



att ( ) =1n.s. ord betyder detta att rekordvirdet vid tid  for stort
med mycket stor sannolikhet kommer att ligga mycket nara

For ett positivt heltal har vi att

Eftersom 3%, ar dndlig da 1 och odndlig da 1 sidger Borel- antelli och
att  ( ) blir 0 da 1 och 1da 1. Har (och i fortsdttningen)
anviander vi som en forkortning av “odndligt ofta”. Héndelsen ( ) ar alltsa

Som konsekvens far vi att

och att

o r o a a ol he eore a o eller

Vi har nu talat om f6ljder av oberoende stokastiska variabler med givna férdelningsfunk-
tioner definierade pa nagot gemensamt sannolikhetsrum ( , , ). terigen infinner sig
fragan om och i sa fall hur man konstruerar ett sddant sannolikhetsrum.

ven hir kan vi utgd fran ebesguemattet pa [0,1] som vi vet existerar. Sitt
(., )=(01], [0,1], b).

For varje € [0,1] skriver vi 0 ; o 3  for dess bindrutveckling. (Hér véljer man
alltid utvecklingar av typen 0 10000  framfér 0 01111 .) &t nu { 11, 12, 13, ,
{ 21, 22, 23, } vara isju ta delféljder av de positiva heltalen och sitt ;( ) =
o , , , =1, . Eftersom olika ;:n anvinder olika koordinater och dessa ar
sinsemellan oberoende &r ;:na oberoende och det dr intuitivt klart att ; har en likformig
fordelning pa [0,1] for varje . (Verifiera gérna dessa pastaenden rigorost.)

Om vi nu vill att ; ska ha fordelninsfunktion ; anvidnder vi Skorokhods representa-
tionssats och later ;= ; ( ;).



(o) r O a ar o € or

En sto astis ro ess indexerad av en méngd  &r en familj { : € } av stokastiska
variabler definierade pa ett sannolikhetsrum ( , , ).

Existensen av en generell stokastisk process gor vi inte i denna kurs, men vi ska gora
ett specialfall, ndmligen konstruktionen av en Markovkedja. det fallet &r = {1, , }
och vi antar att tillstandsrummet, , for Markovkedjan vi vill konstruera ar dndligt eller
upprikneligt. Vi vill alltsad konstruera en process som

startar i tillstand , € , med sannolikhet (), dir  &r nagot givet sanno-
likhetsmatt pa

hoppar fran till med sannolikhet ; ,dar | ; |; ar nagon given 6vergangsmatris,

oberoende av vad som héant tidigare.

Om vi later beteckna kedjans tillstdnd vid tidpunkt  betyder detta att vi vill att

(= ,1=1 , = )= iiq i 4 foralla , , ochalla

Men vi klarar ju av att konstruera ett sannolikhetsrum med en uppriknelig uppsit-

tning av obeorende stokastiska variabler med 6nskad fordelning. &t nu ha fordel-
ning och lat for varje € och varje , ; vara en stokastisk variabel sddan att
(i =)= ,;.Sattnubara 1= 1, o= |2, 3= ,3, och saken &r klar.
ol ogoro -1-lag

Antag att 1, o,  aren f6ljd av oberoende stokastiska variabler. Vi ska i detta avsnitt
bevisa ett resultat som siger att en hiandelse som inte paverkas av virdet pa dndligt manga
;:n maste ha sannolikhet 0 eller 1. Exempel pa sadana héndelser ar

{ o  existerar},
> konvergent },

{ 002 —1 existerar}.

Denna typ av héndelser kallas sva s d@ elser, dvs hindelser som tillhor sva s o
algebra till ;ma. Den formella definitionen ar foljande:

DEFINITI N. at 1, o, vara en foljd av stokastiska variabler och 1at =
ol 1, 9, ). Satt =n . Dakallas for svans-o-algebran till foljden { }.

En stokastisk variabel som dr -métbar kallas for en svansfunktion och ar alltsa sa-
dan att den inte paverkas av virdena av dndligt manga ;:n. Exempel ar ,

och > ).



T t 1, o, warae 6lj avoberoende sto astis a
variabler o 1t  wvara sva s o algebra till{ } et gdller att

i € ()ed{o,1}
1w om are Ssva Su tlio ar s o Sta i
evis Vi borjar med del (i). & =o( 1, , )och =oa( 1, 2, )
Vi har tidigare sett att om vi later ={{ 1 1, , z }:z;€R, =1, , }
sa dr  ett -system som genererar . Pa motsvarande sitt giller att klassen =
{{ T T o, z }:z €eR, = 41, , +, =1, , }arett
-system som genererar . Eftersom ;:na dr oberoende foljer direkt att och  &r

oberoende och enligt emma 4.1 ar da &ven  och  oberoende.
Eftersom foljer det nu automatiskt att ~ och  &r oberoende.

Satt w=o0( 1, 2, )=o0(U ). Eftersom  &r oberoende av  for varje har
vi att U ar oberoende av. . Men U ar ju en algebra och didrmed ett -system och
det foljer darfor fran emma 4.1 att o, och  &r oberoende.

enom att slutligen observera att o Ser man att  dr oberoende av sig sjilv,
vilket per definition betyder att

€ ()= (n )= ()

vilket i sin tur betyder att () &r 0 eller 1 fér alla €

For att bevisa att &r n.s. konstant, 1at = {z: ( xz) = 0}. Enligt (i) &r

( z)0ellerl. Omnu = oo foljer direkt att ( = oo) =1 och likadant om = —o0
att ( = —o00)=1. Om € R har vi enligt definitionen av att ( -1 )=0for
alla  och saledes att ( Y= (U { —1 })=0,0ch ( +1 )=1for

alla  sa att ( )= (n{ +1 })=1. Alltsa giller ( = )=1.

xempel Apa som skriver Shakespeare: Antag att en apa sitter vid en skriviaskin
och skriver ett pa mafa valt tecken varje sekund. Vi ska se att forr eller senare kommer
apan (om den har ett odndligt liv och aldrig tréttnar pa att skriva maskin) att skriva
Shakespeares samlade verk.

at 1, o9, vara tecknen som apan skriver. Vi antar att dessa adr oberoende
stokastiska variabler som &r likformigt fordelade pa méingden av, sig,  mojliga tecken.
at vara héndelsen att apan med sin odndliga f6ljd av tecken skriver Shakespeares
samlade verk inte bara en utan odndligt manga ganger. Da dr  en svanshindelse sa
enligt olmogorovs 0-1-lag géller att () &r 0 eller 1.

Om nu Shakespeares samlade verk omfattar tecken sa dr ju chansen minst =
1 att apan lyckas med en gang. ikadant &r ju chansen att apan lyckas i tidsinter-
vallet { +1, , }ochiintervallet { 41, , } osv. Eftersom dessa intervall



ar disjunkta har vi oberoende mellan vad som hénder i de olika intervallen och eftersom
oo

2, = oo talar Borel- antelli om for oss att ( ) =1.
(Observera att olmogorov 0-1-lag bara talade om for oss att P(H) &r 0 eller 1. For
att avgora vilket var vi tvungna att ta till andra medel for att visa att () 0 s att
() =1. just detta fall talade dock Borel- antelli om direkt for oss att ( ) =1
sa vi behovde egentligen inte olmogorovs 0-1-lag alls.)

ervera att olmogorovs 0-1-lag kréver oberoende. Den &r falsk annars. Ett

exempel pa det far man fran en superkritisk alton- atson-process. at beteckna
generationsstorleken for generation i en sidan. Satt = [ 4]. Fran tidigare kurser
kinner vi till att o = ool ) existerar n.s. och har en icketrivial férdelning.

Det dr dnda dock s& att o dr en svansfunktion till { }. Alltsé ser vi att (ii) och saledes
dven (i) i olmogorovs 0-1-lag spricker i avsaknad av oberoende.

ntegr er

Vi ska hir definiera den s.k. ebesguei tegrale , som &r den integral som “giller” i den
moderna matematiken.

at oss forst paminna oss om hur man definierar iemannintegralen, dvs den integral
som man lir sig om pa gymnasiet och i grundutbildningen.

Nl e a egrale

at  :[a,b) R vara en funktion definierad pa ett intervall av den reella linjen. Vi
kallar en funktion pa [a,b) f6r st wvis o sta ¢t om om det finns en partition av [a, )
idelintervall [ |, 1),[1, 2), ,[ 1, )(dir =aoch =1b)sadan att &r konstant
pa alla delintervall. Vi kallar  for en dver v tio till om  &r styckvis konstant och

(x) (z) for alla x € [a,b). En styckvis konstant funktion sadan att (z) (x)
for alla « € [a,b) kallas for en v eru tio till

iemannintegralen av en styckvis konstant funktion definieras naturligt genom att
man sétter () z=>,_; (i 1)(i— i 1). For sitter vi nu

()= { (z) =: overfunktion till }

och

()= H (r) z: underfunktion till }



Om ()= _( )= () séiger vi att iemannintegralen fér  existerar och vi sétter
T

ebe g e egrale

ebesgueintegralen &r en generalisering pa tva sitt dels kan definitionsrummet [a, b)
bytas ut mot vilket mattrum ( , , ) som helst, dels frangér vi inskriankningen att dela
upp definitionsrummet i intervall (vad nu det skulle betyda) utan delar istéllet upp i
godtyckliga partitioner av métbara méangder.

(Vi uppfattar [a, b) som mattrummet ([a,b), [a,b), b). Haréar [a,b)densk ebesgue
o algebra . Denna innehaller forutom alla méngderi ocksa alla delméngder till mangder
i med ebesguematt 0 och unioner av par av méngder av de tva typerna, dvs =

{AuB:Be , € : b )=0,A }. Att verifiera att  &r en o-algebra &r en
Ovning som kriver en viss list. Or girna detta sjilv. Nir det dr gjort kan man utvidga
ebesguemattet fran  till genom att sitta b(AUB) = b(B) for alla AUB av ovan

angivna typ. ummet ([a,b), [a,b), b) &r ett exempel pa ett s.k. wullstd igt mattrum,
se dvningarna.)

Definitionen av ebesgueintegralen gors i tre steg:
1. For e la u tio er (vilka &r motsvarigheten till de styckvis konstanta funktion-
erna).
2. For i e egativa mitbara funktioner.
3. For generella méatbara funktioner.
it oss borja. Vihar en funktion :( , , ) (R, ),dvsen -mitbar funktion, och vi

vill skapa en definition av integralen () () vilket ocksa ibland skrivs () ()
eller, enklare,

n la n tioner

Antagatt :(, , ) (R, ) kan skrivas pa formen

dar z; € [0,00) och {4y, , A }&ren partitionav sadanatt A; € foralla . Da siger
vi att  dr en e el funktion. Observera att en enkel funktion automatiskt a&r métbar,
ickenegativ och dndlig. ntegralen av en enkel funktion definierar vi som



xempel edan hir ser man att ebesgueintegralen klarar vissa fall som iemannin-

tegralen inte klarar. attex.( , , )=([0,1], , b)ochlat ()=0 ()+1 ()=
(), dvs indikatorfunktionen fér att &r irrationellt. Da foljer det direkt av definitio-
nen att = b( ) =1, medan iemannintegralen ir odefinierad eftersom alla

overfunktioner maste vara minst 1 och alla underfunktioner kan vara hogst 0.

T t o vara e la u tioer (, , )o ltao buwaratv i e eg
atiwa o sta ter

a (¢ +b ) =a +b

evis Vi gor bara del (b) och lamnar (a) och (c) som &vning. Vi har att =
Yi1xi och =3 _; dér z;:na och :na dr ickenegativa reella tal och {A4;} och
{B } &r tva partitioner av  sddana att A; € och B € . Tricket 4r att skapa en
gemensam partition for och  genom att helt enkelt sitta , = A,NB, =1, , |,
=1, , . (Vissa ; kan bli tomma, men det spelar ingen roll.) Vi kan nu skriva
=3, och =%, . Eftersom har vi att x; for alla , sadana
att ,; &r icketom och vi far

DEFINITI N. at  vara en enkel funktion och lat A € . Vi definierar integralen
av  over A som

Observera att eftersom  ar enkel ar givetvis ocksa enkel och saledes &r
véldefinierad.
ITI N t warae e el u tio o e teramd g u tio e ge om

att sitta (A) = A€ ar ettm tt



evis Att  dr ickenegativ och att (@) = 0 &r uppenbart sa det géller att visa att

om Aj, Ay,  dr disjunkta méngder i sa dr (UX,A;) =30, (A4;). Men eftersom vi
kan skriva =3 _;x;  for ndgon partition { } _; har vi
(U2 4:) = o= =z ) = =@ (N4
-1 -1 =1
o0 o0 o
i=1 =1 i=1 i=1

ene ativa n tioner

Néar man definierar integralen for en ickenegativ funktion gér man det i ljuset av fol-
jande resultat som séger att en ickenegativ matbar funktion kan approximeras godtyckligt
val underifran av enkla funktioner.

T t wara e 1 e egativ mdthar u tio eristerar e olj { } av
e la matbara u tio ers a a att vs () () oralla €

evis Vihar vid det hir laget sett varianter av féljande konstruktion vid tva tillfdllen

tidigare: For varje =1, , ,séttfor =0,1, , -1
A ={¢e : )+ }
ochsitt A o ={ € : () }. Eftersom dr métbar har vi att A :na dr métbara

mangder. at nu

()= ()

Da ar uppenbarligen enkel och métbar och det foljer av konstruktionen av att
() () foralla

ljuset av ovanstaende resultat ar det naturligt att tdnka sig att man ska ha =
00 . Nu &r ju inte foljden { } den enda f6ljd som approximerar och
eftersom den ena foljden inte dr “béattre” 4n den andra anvinder man f6ljande definition:

DEFINITI N. &t :(, , ) (R, ) varaickenegativ. ntegralen av ges av



T NTN NE EN TEN t{ }wvarae 6lj av u tio eri( )
s a a att galler att

evis  Som en direkt foljd av definitionen av integralen for en ickenegativ funktion
och Sats .1(b) giller att for alla  och att ar vixande i
Saledes racker det att visa att

Fixera nu ett godtyckligt tal € (0,1) och en godtycklig enkel funktion sadan att
. Eftersom () () for alla géller det for alla att () () for alla
som ar tillrackligt stora. Med andra ord géller att om vi later

A={e () ()}

har vi att A . Detta medfor att
om nu ihag Proposition .2 som sade att som funktion av A ir ett matt. Enligt
kontinuitet hos matt géller alltsa att hogerledet konvergerar mot da 00. Vi
har alltsa visat att . Men var ju godtycklig sa olikheten kvarstar
nar vi later 1. Till sist konstaterar vi att eftersom dven var godtycklig géller enligt
definitionen av att
I a m , €( ) o = 0 gdller att =
b m 6 ws e : ()=0, () () orala € gdller att
evis
(a) Det récker att visa att om  &r en godtycklig enkel funktion sadan att géller
att Sattnu ={ € : () ()} Enligt forutsittning ar
() =0saom visitter = sd &r  en enkel funktion sidan att = n.0.
och och vi har enligt Sats .1(c) att =
(b) Eftersom kan vi anvinda (a) tillsammans med monoton-konvergens-

satsen.



orollariet ovan tar vi fortsidttningen som “sjalvklart”, dvs vi kommer att i vissa bevis
att latsas att “néstan Gverallt” betyder “Gverallt” utan att be om ursikt for det.

T ag , €( ) o abe]|0,00 gdller att (@ +b) =a +

evis Enligt Sats .3 kan vi hitta foljder { } och { } av enkla funktioner sidana
att och . Eftersom vi redan vet att (¢ +b ) =a +b
for alla  sa foljer resultatet av monoton-konvergens-satsen.

ljuset av monoton-konvergens-satsen ar det naturligt att undra om det inte récker
att for att ska konvergera mot . Detta ar ¢ te generellt sant. Satt
tex. (, , )=(R, , b)ochsitt = . Da giller att 0 men =00
for alla . Vad som déaremot géller ar foljande viktiga resultat.

T T E t{ }warae 6lj avi e egativa mdtbara u tio er
ar vi att

dér den andra likheten foljer av monoton-konvergens-satsen.
Det finns ocksa en omvind version av Fatous lemma, men den rdver att dlj e { }
ar omu era :

Om det finns en funktion € () sadan att for alla  och 00
géller att



Beviset klarar man genom att tillimpa Fatous lemma pa foljden { — }. Man maste da
anvinda att ( — ) = - vilket foljer av Sats . genom att skriva
som ( — )+

enerellam t ara n tioner

For en generell funktion € kan vi skriva
dir () = ( (),00och ()= (= (),0). Eftersom  och  &r ickeneg-
ativa dr deras integraler definierade enligt vad vi gjort tidigare. Om oo och

oo sdger vi att  ar ¢ tegrerbar och vi e ierar

Familjen av alla -integrerbara funktioner € betecknas med !( , , ). Oftast
skrivs detta pa nagon kortform dar man bara specificerar det man behdver utan att
riskera att missuppfattas, t.ex. '( ), (), !( ) eller helt enkelt .

Vi observerar omedelbart att eftersom = 4+  sa har vi att .
Vi ser ocksa att integralen ar linjar. Detta foljer omedelbart fran linjariteten hos integraler
av ickenegativa funktioner, Sats

T D INE NE EN TEN t{ }wvarae 6lj i *(, , )s
a att u tvis o a tag att et se u tio e( ) s a att
o0 0 or alla galler att
- 0
00
medel ar 1d , ty = = ( =)
evis Enligt triangelolikheten har vi att — — + sa vi kan tillaimpa

omvanda Fatous lemma och far att



Vi har redan sett exempel pa att domineringsvillkoret i dominerad-konvergens-satsen

ar nodviandigt. Vi hade (, , )= (R, , b)och = och fick 0 men
= oo for alla . En variant far man om man istillet sdtter = 1. D& har
vi =1 for alla trots att 0.

xempel Viska idetta exempel visa att ebesgueintegralen ar “béttre” &n ieman-
nintegralen i den mening att varje iemannintegrerbar funktion ocksa har en ebesguein-
tegral som sammanfaller med dess iemannintegral.

Vi ska alltsa ha ( , , ) = ([a,b], [a,b], b). for reella tal @ och b dir a b. Vi
forlorar ingen generalitet pa att anta att a = 0 och b = 1 sa 1at oss gora det. Antag att
ar en iemannintegrerbar funktion definierad pa [0,1] och sétt

dvs iemannintregralen av . Eftersom dr iemannintegrerbar kan vi per definition
hitta en foljd { } av 6verfunktioner till  och en foljd { } av underfunktioner till
sadanaatt () ( )och ( ) ().

enom att ta partiella minima respektive maxima kan vi ocksa anta att ar avta-
gande i och att  dr vixande i . Saledes existerar gransfunktionerna  och givna
av ()= o ()och ()= s~ (). Vinoterar att

Eftersom  och  &r styckvis konstanta &r de uppenbarligen -métbara och eftersom
métbarhet bevaras under griansbildning &r  och -métbara.

om ihag att en iemannintegrerbar funktion alltid dr begrédnsad sa vi kan anta att
1 ar begrdnsad och vi kan alltsa tillimpa dominerad-konvergens-satsen och far

och eftersom () () har vi att = (). enom att tillimpa monoton-
konvergens-satsen far vi pa samma sitt att

och att = (). Viharalltsd att ( ) = = och sa det
enda som aterstar ar att visa att ar -méatbar sa att existerar.

Men { : () z}={ : () z}UA, dir A ir nadgon mingd sadan att
A { : ()# ()} Eftersom — Ooch ( — ) =0fdljer avSats .10 nedan
att — =0no.dvs = no. Saledesédr { : ()# ()} =0 sa enligt definition

av  giller att A € och det foljer av Sats 3.1(b) att &r -métbar.



a ar a ere och a o - (o) a

Tag en funktion € () och definiera méngdfunktionen pd  genom att sitta

(A) = , A € . Vikinner till att om &r enkel s &r ett matt. enom att
approximera  med enkla funktioner enligt Sats .3 och anvinda monoton-konvergens-
satsen bevisar man liatt att  &ar ett matt &ven da  ar en godtycklig ickenegativ métbar
funktion.

ntuitivt resonerat giller pa “infinitesimal” niviatt ( )= () ( ). Omnu é&ren
funktioni '( , , )sadgillerjudaatt () ( )= () () ( )s& det verkar rimligt
att tro att = . Detta ir ett exempel pa ett resultat som man kan visa

enligt foljande arbetsschema som illiams kallar for sta ar mas i eriet:

Bevisa i fallet da  ar en indikatorfunktion.
Anvind linjaritet for att bevisa for godtyckliga enkla funktioner.

Anvind monoton-konvergens-satsen for att bevisa for godtyckliga funktioneri( ) .

Anvind linjaritet for att bevisa for godtyckliga funktioner i *.

Ta det som en 6vning att applicera standardmaskineriet pa detta exempel. (Alternativt
kan man anvinda monoton-klass-satsen. Or gérna dven detta som Gvning.)

Mattet ovan &dr definierat sa att (A) = for alla A € . Man kan om man vill
se det hela omvint och se mattet som “givet” och se som definierad for att uppfylla
denna ekvation for varje A € . Man kallar for a o 40 m erivata av m.a.p.

och skriver

Det ar naturligt att fraga sig om det for varje givet par av matt, och finns en sadan
adon-Nikodym-derivata av. m.a.p. . Svaret ar ja, under férutsittning att och &r
o-andliga och att  &r absolutkontinuerligt m.a.p.

DEFINITI N. &4t och varatvid matt pd samma métbararum ( , ). Man séger att

ar absolut o ti werligt m.a.p.  och skriver omAe |, (A)=0 (A) =0.
T N I T tag att o grtv od ligamtt (, )
s a aatt s ete u tio €( ) s a att
(4) =

or alla A € m dre a a S a u tio gdller alt = 0 ma



Vi delar in beviset i tva olika bitar. nikhetsdelen av adon-Nikodyms sats foljer
genom att tillimpa foljande resultat (en direkt tillimpning om  &r dndligt och genom
att dela upp 1 -#ndliga bitar om  &r o-andligt):

T tagatt , € Y, , )irs a aatt
or alla A € gdller att 0
evis Antag att { } 0. Eftersom { }=uU{ +1 } har vi for
nagot heltal att { +1 } 0. alladen sistnimnda méingden for A. Da har vi
att
1
(+1 ) = +- (4) ,

en motsigelse.
Observera att en direkt foljd av Sats .10 &r att om  &r ickenegativ och =0
géiller att = 0 n.o.

evis av existe s ele Observera forst att det ricker att bevisa satsen da och é&r
andliga matt ty i det o-dndliga fallet kan vi sedan dela upp i ett upprikneligt antal bitar
pa vilka och &r dndliga och sedan summera respektive adon-Nikodym-derivator

Antag nu att och &r dndliga. Definiera funktionsklassen = som

={ e€( ) : (A) for alla A e}
lassen  &r sluten under maximatyom , € kanviskrivaB={ € : () ()}
och det géller for alla A att (,) = + (AnB)+ (AN
B)= (A). atnmu = { : € }. Viljen foljd { } av funktioner i
sadan att . enom att sitta = (1, , ) farvien vixande foljd av
funktioner i  och vi kan sitta = o« - Enligt monoton-konvergens-satsen géller
att =
Vi ska nu visa att &r en adon-Nikodym-derivata. Satt (A) = ,Ae . Da
ar ett matt och det foljer att — &rett matt. Om inte &ren adon-Nikodym-derivata
galler att det finns en midngd A € med (A) 0 sddan att (A) — (A) 0. Med
andra ord finns 0 sddant att (A4) — (A) (A). Definiera nu méngdfunktionen

(A)= (A) —(1+ ) (A), A€ . Observera att inte behover vara ett matt eftersom
(A) kan anta negativa virden, men eftersom &r di erensen mellan tva &ndliga matt



giller att  &r upprikneligt additiv. Vi pastar nu att for varje A med (A) (vi

observerade just att minst en sddan méangd existerar) géller det att for varje 0 finns
en miangd B A sadan att (B) (A) och B () — . Om sa inte ar fallet
finns det ndmligen en méngd | Asddanatt ( ;) — . Eftersom &r additiv galler
daatt (A4 ) och séledes finns en méngd o A (saddanatt ( 2) — . enom
att fortsdtta induktivt hittar vi disjunkta méngder , 2, sddanaatt ( ) — for
alla . Men da giller ju att (U, ) = —oo, en omdjlighet eftersom  &r ett dndligt
matt.

Fixera nu en mingd A med (A) och valj for =1, , méangden B si att

B () —1 ochsitt B=nN B . Daéir B sadan att B (B) 0och
dessutom géller att (B) ,ty (B) (B) enligt kontinuiteten hos och

Vi har alltsa visat att om inte dr en adon-Nikodym-derivata finns det en mangd
Bmed (B) (1+ ) (B) sadan att for alla Bgilleratt () (14 ) ()=
(1+) . Men da géller ju att funktionen = 4 € . Eftersom maste
det gélla att (B) 0 och vi far att , en motségelse mot definitionen av

ante arden

Vi byter nu ut vart mattrum ( , , ) mot sannolikhetsrummet ( , , ). om ihag att
en stokastisk variabel per definition dr en -métbar R-viard funktion.

DEFINITI N. @ tevdr et av en stokastisk variabel  ges av

Definitionen fungerar for varje ickenegativ stokastisk variabel, men generellt kraver vi
naturligtvis att € ( , , ).

Vi skriver om nagra av de viktiga resultaten fran integrationsteorin i termer av stokastiska
variabler:

Monoton-konvergens-satsen: Om { } &r en f6ljd av ickenegativa stokastiska vari-
abler sadan att n.s. gilleratt [ | [ |

Fatous lemma: Om { } &r en f6ljd av ickenegativa stokastiska variabler giller att

[ ] It

Dominerad-konvergens-satsen: Om { } &r en foljd av stokastiska variabler sddan
att n.s. och det existerar en ickenegativ stokastisk variabel —med [ ]
oo sadan att n.s. for alla  géller att [ | [ ]



Notera att for att domineringsvillkoret i dominerad-konvergens-satsen ska vara uppfyllt

racker det att det existerar en dndlig konstant sadan att n.s. for alla
(Dominering av en konstant pa detta sitt duger bra eftersom  &r ett dndligt matt, men
duger inte generellt. Exempelvis ar ju b= b(R) = o0.)

ite notation: For en hindelse A €  skriver vi [ A]for [ |=

T I ET t wara e sto astis variabelo 1t R [0,00]
vara e 1 eavtaga e mdtbar u tio galler att

Leon O C )

oralla €R

Det vanligaste specialfallet av Markovs olikhet far man om man sétter = och
() = x (darz = (x,0)) och far att ( ). Om man sétter
(z) =  far man

C ) [ 1= ()

dar ar den momentgenererande funktionen for . Detta kan ge en ganska skarp
olikhet om viljs optimalt.

En direkt foljd av Markovs olikhet ér ocksa den vilkinda  eb s evsolikhet: 2 ( —
[ ] ) [( — [ ])? som fas genom att sitta = — [ ] och (z)=(z )%
Om hogersidan ar dndlig definierar vi den i kapitel som a ( ).

Foljande sats ger nagra sma anvindbara resultat om vintevirden.

T a (0. 9] (0. 9] S

b m 1, o dri e egativa gdller att [, =2, [ |



m 1, 9, aGri e egativa o <, [ ] oo gdlleratt ¥, 0 8

evis Del (a) ar sjdlvklar, del (b) &r en tillimpning av monoton-konvergens-satsen
och del (c) &r en direkt kombination av (a) och (b).

xempel Antag att 1, 5,  &r hindelser sidana att >°°, ( ) oco. Satt

= . Dafoljer det av del (c) i satsen ovan att >.*°, oo n.s., dvs Borel- antellis
forsta lemma.

1 e e ol he

DEFINITI N. at  vara ett Oppet intervall i R och 1at R vara en funktion.
Om &r sadan att

,q€00,1], +¢=1  (2z+q¢) (z)+q ()
for alla x, € sdgs varaen o ver funktion.

ord kan man siga att ar konvex ifall ingen del av en rét linje dragen mellan tva
punkter pa s graf hamnar under grafen. Ett mer naivt sitt att beskriva det hela pa ar
att &r konvex om ingen del av grafen bojer av nedat.

Observera att intervallet i definitionen kan vara R sjilvt.

T EN EN I ET tag att R dr o ver o att ar e 1 te
grerbar sto astis wvariabel s a att € s 0 () o gdller att

evis  Satt  (, ) = , , , € . Viska borja med att visa att

1 2 1 9 (1, 1) ( 2, 2). For att gora detta ricker det att visa att
(,) (, ). Vihar:




Men

sa enligt konvexiteten hos gilleratt (, )— (, ) 0 som onskat.

Om vi antar att ( , ) = oo for nagot par ( , ) foljer det av det vi nyss visade att
( ) = oo, en motségelse. P4 motsvarande sétt foljer att ( , ) —oo. (Av detta foljer
att dr kontinuerlig.)

Fixeranu ochsiatt ( )( )= (,)och( )()= (, ). Enligt
vad vi visat ovan har vi att dessa granser existerar och &r reellvirda och att ( )( )
( )( ). Fixera nu att tal ~ sadant att ( )( ) ( )( ). For ett godtyckligt
x €  giller nu att om z saar (z)— ()= (,x)(z— ) (x — ) och om
T sdar (2)— ()=- (z, )x— ) (x— ),dvs () ()+ (z— ) for
alla z, €

Sitt nux = och = [ ]och vifar:

() 0D+ C =11

Tag nu vanteviarde av bagge sidor och saken ar klar.

at oss gora foljande observation: Om man i beviset ovan sédtter , = (  )(g) for
varje ¢ €  foljer det av kontinuiteten hos och det faktum att (z)  (¢) + ,(z —¢q)
att

()= ( z—9)+ (9)

q

Tack vare s kontinuitet spelar det heller ingen roll om vi later ¢ 16pa genom de rationella
taleni , dvs

(z) = ( qlz—q)+ (2)

q

enom att skriva a, = 4 och b, = (¢) — ,¢ har vi att

(z) = . (agz + by)

dvs vi har bevisat att det existerar tva foljder {a } och {b } sidana att for alla x €
giller att

(x)= (axz+b)



Detta resultat ar kéint under namnet sté li jessatse Vi kommer att ha anvindning for
stodlinjessatsen langre fram.

- Oor er
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